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Аннотация. Для математического моделирования 
сложных экологических систем и процессов предло-
жена классическая модель Ферхюльста, в которой ис-
пользованы следующие модификации: 1) сложные 
процессы деградации лесной экосистемы под воздей-
ствием промышленных выбросов предложено моде-
лировать с помощью положительных и отрицатель-
ных потоков биомассы; 2) влияние неизвестных или 
мало известных параметров предложено моделиро-
вать с помощью нечетких чисел (нечеткие начальные 
условия и нечеткие виртуальные потоки биомассы); 
3) в качестве единицы времени для описания процес-
сов деградации лесов в северных широтах предложе-
но использовать не месяцы, а вегетационные перио-
ды. В результате математического моделирования 
установлено наличие порога токсического воздей-
ствия, вблизи которого изменяется характер динами-
ческих процессов: эволюционные процессы перехо-
дят в катастрофические. Для компьютерного 
моделирования предложены три модели. Первая мо-
делирует виртуальную нечеткую динамику с помо-
щью четкого моделирования отдельно верхней и от-
дельно нижней границ виртуального интервала 
нечеткости (модель обозначена как «OA» (Ordinary 
Arithmetic)). Вторая моделирует нечеткую динамику с 
помощью правосторонней производной (модель обо-
значена как «IA1» (Interval Arithmetic-1)). Третья мо-
делирует нечеткую динамику с помощью левосто-
ронней производной (модель обозначена как «IA2» 
(Interval Arithmetic-2)). Модель «OA» хорошо описы-
вает асимптотическую динамику процессов в древо-
стоях, однако границы интервала могут сходиться к 
разным пределам. Модель «IA1» не имеет асимптот и 
границы интервалов расходятся, в результате чего 
ширина интервалов неопределенности катастрофиче-
ски возрастает. Модель «IA2» имеет асимптоты, ши-
рина интервала достаточно быстро приближается к 
стационарному пределу, после которого сохраняет 
постоянную ширину. 

Abstract. For mathematical modeling of complex ecolog-
ical systems and processes, the classical Verhulst model 
is proposed with the following modifications: 1) it was 
proposed to model complex processes of forest ecosystem 
degradation under the influence of industrial emissions 
using positive and negative virtual biomass flows; 2) it 
was proposed to model the influence of unknown or little-
known parameters using fuzzy numbers (fuzzy initial 
conditions and fuzzy virtual biomass flows); 3) it was 
proposed to use vegetation periods rather than months, as 
a unit of time for mathematical modelling of forest deg-
radation in northern latitudes. Mathematical modeling 
shows the presence of a threshold in polluted ecosystem 
dynamics, near which evolutionary processes change to 
catastrophic ones. For computer simulation, three models 
are proposed. The first model of virtual fuzzy dynamics 
modeling using the separately upper and separately lower 
boundaries of the virtual fuzziness interval (the model is 
designated as “OA” (Ordinary Arithmetic)). The second 
model of fuzzy dynamics using a right-hand derivative  
(the model is designated as “IA1” (Interval Arithmetic-1)). 
The third model of fuzzy dynamics with using the left-
side derivative (the model is designated as “IA2” (Inter-
val Arithmetic-2)). The “OA” model shows asymptotic 
dynamics. However, fuzziness boundaries can converge 
to different limits. The “IA1” model has no asymptotes 
and the fuzziness interval catastrophically diverge. The 
“IA2” model has asymptotes, the fuzziness interval 
quickly approaches the stationary limit and after that re-
mains constant. 
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Введение 
Воздействие атмосферных промышленных загрязнений на лесные экосистемы проявляется 

различным образом в зависимости от величины концентрации промышленных загрязнений в атмо-
сферном воздухе. В книге Вильяма Смита [1] взаимодействие атмосферных загрязнений и лесных 
экосистем разделяется на три класса: слабое взаимодействие при малых концентрациях промыш-
ленных поллютантов, при котором лесные массивы выступают в роли эффективного очистителя ат-
мосферы от поллютантов; средний уровень воздействия загрязнений на леса, при котором происхо-
дят физиологические нарушения, имеющие физиономический характер, и уменьшение таких 
важных показателей экологического состояния лесов, как биомасса, проективное покрытие, видовое 
разнообразие и прочее, при этом в результате ослабления защитных функций возможны заболева-
ния отдельных групп деревьев и инвазия насекомых вредителей; высокий уровень характеризуется 
заболеванием и смертностью деревьев, в результате чего происходит изреживание древостоя и обез-
лесивание территорий. 

Аналогичная классификация уровней воздействия промышленных загрязнений на лесные 
массивы, но по территориальному признаку использовалась в работах [2–7]. В этих работах рас-
сматривались результаты воздействия на лесные массивы газовых и аэрозольных выбросов метал-
лургических комбинатов. Лесные массивы, расположенные на больших расстояниях от комбината, 
получали дозу химического загрязнения ниже порога токсического воздействия, что в классифика-
ции Вильяма Смита соответствует первому классу. В классификации [2–7] эти лесные массивы 
называют фоновой территорией или зоной. Лесные массивы, расположенные на расстояниях от 
комбината, для которых уровень воздействия атмосферного загрязнения выше порога токсического 
воздействия, получили в работах [2–7] название буферных, а территория, на которой они располо-
жены, – буферной территории или зоны. Леса, расположенные на небольших расстояниях от комби-
ната и подверженные наиболее сильному воздействию атмосферного загрязнения, относятся к лесам 
третьего класса, и в работах [2–7] территория, на которой расположены эти лесные массивы, полу-
чила название импактной территории или импактной зоны. 

В качестве интегрального показателя антропогенного воздействия на леса можно также ис-
пользовать количество лесной биомассы, которое уменьшается под воздействием антропогенных 
факторов [8]. В работе [9] приведена следующая эмпирическая формула для оценки антропогенных 
изменений лесной биомассы 

1 ,i i
i i i i

i

dB BG B M E
dt M

 
= − − 

 
   (1) 

где i – номер пробной площади; Bi – плотность лесной биомассы (кг∙м–2); t – время (месяц–1); Gi – ко-
эффициент прироста биомассы (кг–1∙м2∙месяц–1), оцененный по спутниковым данным; Mi – плот-
ность биомассы при нулевом потоке (кг∙м–2); Ei – отрицательный поток биомассы (кг∙м–2∙ месяц–1). 

В работе [9] отрицательный поток биомассы – это количество биомассы, изымаемое из лесно-
го массива в единицу времени на нужды отопления. Отметим, что поток биомассы может иметь 
виртуальный характер. Так, уменьшение биомассы под воздействием выбросов промышленных 
предприятий можно трактовать как отрицательный поток. Увеличение биомассы также может быть 
описано с помощью виртуальных положительных потоков, например, увеличение биомассы, свя-
занное с восстановлением и реабилитацией лесов, происходящее вследствие очистки газовых вы-
бросов промышленных предприятий. 

Авторы работы [9] в качестве единицы измерения времени использовали один месяц, что 
вполне оправдано для южных широт. В северных широтах для измерения времени лучше использо-
вать другую единицу, например, в наших расчетах использован вегетационный период (ВП). Это 
обусловлено тем, что реальное уменьшение биомассы за счет газовых выбросов промышленных 
предприятий может происходить только в течение вегетационного периода. 
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Модель (1) является трехпараметрической моделью и относится к классу моделей Ферхюль-
ста [10]. В безразмерной форме модель имеет следующий вид: 

0

(1 ) ,

(0) ,

db b b e
d
b b

 = − − τ
 =

   (2) 

где Bb
M

=  – безразмерная плотность биомассы; M – предельная плотность биомассы при нулевом 

потоке (кг‧м–2); g GM=  – удельный коэффициент прироста биомассы (ВП–1); gtτ =  – безразмерное 
время; T – время релаксации динамической системы (ВП); gT gT=  – безразмерное время релаксации 

динамической системы; n
g

t
T T
ττ = =  – безразмерное нормализованное время; Ee

Mg
=  – безразмер-

ный отрицательный поток биомассы; b0 – начальная безразмерная плотность биомассы. 
Для постоянных потоков биомассы модель (2) имеет аналитическое решение: 
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где 1 0,5 0,25a e= + − , 2 0,5 0,25a e= − − , ( )( )0 1
1 2

0 2

expb aP a a
b a
−= − − τ
−

, ( )1 tgk r
r

= − τ , 0,25r e= − . 

Учитывая, что для имеющих физический смысл аргументов тангенса необходимо выполнение 

условия 0 1,57,
2

r π< τ < ≈  получаем ограничения, наложенные на время решения задачи 

1,57 1,57
0,25r e

τ < =
−

. Например, для e = –0,3 время решения задачи составляет 7,02 безразмерных 

шагов, а для e = 0,5 – 3,14. 
Вместо аналитических формул (3) можно использовать численные алгоритмы, например, ал-

горитм Рунге – Кутта. Ниже приведен один из вариантов алгоритма Рунге – Кутта второго порядка: 

( ) ( )( )( )1 ,
2i i i i i

db b f b f b d f b+
τ= + + + τ⋅    (4) 

где ( ) (1 )f b b b e= − − . 
Следует учитывать, что при e > 0,25, т.е. при больших отрицательных потоках биомасса до-

статочно быстро уменьшается до нуля и далее становится отрицательной. Поэтому для получения 
решений, имеющих физический смысл, следует использовать только варианты 0,25e < , т.е. рас-
сматривать случаи небольших отрицательных потоков или положительных потоков. Неподвижные 
точки модели находятся из условия: 2 0b b e− + =  и равны 1,2a . Неподвижные точки являются ат-
тракторами, в которые сходятся динамические траектории, выходящие из различных начальных 
условий. 

Модель (2) представляет собой однопараметрическое уравнение, в котором имеется един-
ственный параметр (поток биомассы). В силу неопределенности величины потока будем рассматри-
вать поток как нечеткое число (НЧ). При этом безразмерная биомасса также становится нечетким 
числом. Безразмерная биомасса должна быть положительным НЧ, в то время как поток биомассы 
может быть как положительным, так и отрицательным НЧ. Следует отметить, что возможно также 
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введение в теорию понятия отрицательной биомассы, с помощью которой можно описывать, 
например, деградацию почвенного покрова. Однако в данной работе рассмотрена только классиче-
ская положительная биомасса. Рассмотрим модель (2) в приближении нечетких чисел. 

Методика 
Обозначим безразмерное время tτ → . Тогда нечеткий вариант модели (2) с отрицательным 

потоком биомассы примет следующий вид: 

0

(1 ) ,

(0) ,

db b b e
dt
b b


= − −


 =

   


   (5) 

где знак ~ – «тильда» используется для обозначения НЧ. 
Для численного моделирования будем рассматривать приближение положительных треуголь-

ных нечетких чисел (ТНЧ). На рис. 1 представлено ТНЧ с функцией принадлежности (ФП) в форме 
треугольника. 

 

 
Рис. 1. Нечеткое треугольное число: ,b b  – левая и правая границы НЧ; b – центр НЧ;  

( )bf x  – функция принадлежности НЧ 
 
Для моделирования будем использовать метод α-сечений ФП [11–15]. На рис. 2 представлено 

одно из α-сечений, которые проводятся на высоте α. 
 

 
Рис. 2. Графическое представление α-сечения: [ ]( ), ( )m mα α  – четкий интервал α-сечения 
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При этом α-сечение представляет собой четкий интервал, в котором находятся точки x, для 
которых ( )bf x > α . Таким образом, от нечетких чисел можно перейти к четким интервалам и решать 
интервальные уравнения вместо нечетких [15]. При этом с учетом того, что биомасса принимает 
только положительные значения, интервальная арифметика операций, используемых в модели (5), 
принимает следующий упрощенный вид [10]: 

[ , ] [ , ] [ , ],a a b b a b a b+ = + +  

[ , ] [ , ] [ , ],a a b b a b a b− = − −    (6) 

[ , ] [ , ] [ , ],a a b b ab ab⋅ =  

α-интервал для функции b(t) можно представить в следующем виде: [ ]( ) ( ), ( )b t b t b tα αα
 =   .  

В работах [16–21] показано, что левые и правые производные от интервальных функций не совпа-
дают. Введем следующие обозначения: ( ) ( ), ( ) ( )b t d t b t u tα α→ →  («d – down» and «u – up»). В этих 
обозначениях [ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( ), ( )b t b t d t u tα → = , где [b(t)] – интервальная функция. 

Согласно [16,19] в расчетах производных в нечетких дифференциальных уравнениях исполь-
зуется разность Хукухары двух нечетких чисел (нечетких интервалов), например, 
[ ] ,A B a b a b− − + +

α α α αα
 − = − −  . При этом результат операции вычитания НЧ должен иметь такие же 

свойства, что и операнды. По определению разность Хукухара двух НЧ определяется как НЧ 
HC A B= −  такое, что из условия существования «C» следует, что A B C= + . Разность Хукухары 

называется также Н-разность и обозначена как HA B− . В результате вычисления разности Хукуха-
ры должны получаться числа, имеющие такие же свойства, как и вычитаемые. Например, для мно-
гоугольных нечетких чисел необходимо выполнение следующих условий, как для вычитаемых, так 
и для результата: (1) [0,1]; min 0; max 1α∈ α = α = ; (2) ,x X x x R− + ∈ = ∈  , где X – упорядоченное не-
убывающее множество; (3) вектор α-сечений [ , ]v vα =    должен удовлетворять условиям 

[ ]1 20, , , 1nv = α = α α =   и [ ]1 2 1 1 21, , , , 0n n nv − −= β = β =α β =α β =  .  
Важной особенностью Н-разности является то, что H HA B B A− ≠ − , причем возможно, что 

одна из разностей не имеет перечисленных выше требуемых свойств и, таким образом, не существу-
ет. На рис. 3 представлена разность двух многоугольных НЧ. На рис. 3,а представлен случай, когда 
Н-разность существует, а на рис. 3,б – случай, когда Н-разность не существует. 

 

  
а)             б) 

Рис. 3. Иллюстрация двух вариантов Н-разности: 
а – Н-разность двух НЧ существует; б – Н-разность двух НЧ не существует 
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По определению правая производная в точке 0t T∈ , где T – область определения b(t), равна 

[ ] ( ) [ ]0 0
0 0

( )
( ) lim .

dt

b t dt b t
b t

dt+ → +

 +  − ′ =    (7) 

Согласно работам [16–21] (7) можно представить в следующем виде: 

[ ] [ ]0 0 0( ) ( ), ( ) .b t d t u t+
′ ′ ′=    (8) 

При этом левая производная в точке 0t T∈  равна 

[ ] ( ) [ ] [ ]0 0
0 0 00

( )
( ) lim ( ), ( ) .

dt

b t dt b t
b t u t d t

dt− → −

 +  − ′ ′ ′= =   (9) 

Таким образом, нечеткая задача Коши (5) с помощью α-сечений представима в виде следую-
щих двух интервальных уравнений: 

[ ] 2 2( ), ( ) , ,d t u t d u eu u d ed′ ′  = − − − −    (10) 

[ ] 2 2( ), ( ) , ,d t u t u d ed d u eu′  = − − − −     (11) 

где ,eu e ed e= = . 
Для сокращения записи введем функцию: 2( , , )f x y z x y z= − − , с помощью которой уравнения 

(10) и (11) принимают следующий вид: 

[ ] ( ) ( )( ), ( ) , , , , , ,d t u t f d u eu f u d ed′ ′ =      (12) 

[ ] ( ) ( )( ), ( ) , , , , , .d t u t f u d ed f d u eu′ ′ =       (13) 

Интервальное уравнение (12) эквивалентно следующим двум обыкновенным дифференциаль-
ным уравнениям (ОДЕ): 

( )
( )

( ) , , ,

( ) , , .

d t f d u eu

u t f u d ed

′ =

′ =
   (14) 

Интервальное уравнение (13) эквивалентно следующим двум ОДЕ: 

( )
( )

( ) , , ,

( ) , , .

d t f u d ed

u t f d u eu

′ =

′ =
   (15) 

Для численного решения систем ОДЕ (14) и (15) используем метод конечных разностей. При 
этом численная схема, например, схема Рунге – Кутта второго порядка для системы ОДЕ (14) при-
нимает следующий вид: 

( ) ( )( )1 , , , , ,
2i i i i i i
dtd d f d u eu f D U eu+ = + +    (16) 

( ) ( )( )1 , , , , ,
2i i i i i i
dtu u f u d ed f U D ed+ = + +   (17) 

где ( ) ( ), , , , , .i i i i i i i iD d dt f d u eu U u dt f u d ed= + ⋅ = + ⋅  
Для системы ОДЕ (15) численная схема имеет вид 

( ) ( )( )1 , , , , ,
2i i i i i i
dtd d f u d ed f U D ed+ = + +    (18) 
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( ) ( )( )1 , , , , ,
2i i i i i i
dtu u f d u eu f D U eu+ = + +    (19) 

где ( ) ( ), , , , , .i i i i i i i iD d dt f u d ed U u dt f d u eu= + ⋅ = + ⋅  
Область допустимых решений конечно-разностных уравнений (16)–(19) определяется услови-

ями: , 0; , 0i i i id u D U≥ ≥ . 

Результаты 
В задачах моделирования при не учете виртуальных потоков биомассы динамика лесной био-

массы описывается с помощью кривых хода роста древостоя. При этом скорость роста моделирует-
ся с помощью коэффициента прироста биомассы – G (см. (1)). В условиях антропогенной нагрузки 
модель должна учитывать виртуальные потоки биомассы. При этом объемы лесной биомассы могут 
регулироваться с помощью управляющих параметров коэффициента прироста биомассы и величи-
ной отрицательных виртуальных потоков биомассы. Как отмечено выше, величина этих параметров 
неизвестна и поэтому может быть описана с помощью нечетких чисел. 

Рассмотрим результаты моделирования динамики лесной биомассы с учетом виртуальных по-
токов в четком приближении (3), которые представлены на рис. 4. 

 

  
а)       б) 

  
в)       г) 

Рис. 4. Результаты моделирования динамики плотности лесной биомассы в четком приближении:  
а – e = 0,15; б – e = 0,25; в – e = 0,289; г – e = –0,1 

 
На рис. 4,а представлена динамика плотности лесной биомассы при наличии небольших отри-

цательных потоков (e = 0,15). Как следует из рис. 4,а, при этом возможна не только деградация, но и 
восстановление лесной биомассы из состояния с большой деградацией, т.е. из состояния с малой 
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плотностью биомассы. На рис. 4,б представлены графики уменьшения биомассы при критической 
величине отрицательного потока e = 0,25, при котором аттракторы модели (2) сливаются в одну 
точку 1 2 0,5 0,25 0,25 0,5a a= = ± − = , в которую сходятся динамические траектории (см. рис. 4,б). 
Это соответствует условиям фактического проявления признаков деградации древостоя и является 
по терминологии [2–7] граничной точкой буферной зоны. При дальнейшем увеличении отрицатель-
ного потока величина плотности лесной биомассы становится равной нулю или отрицательной 
(виртуальный поток уносит всю имеющуюся биомассу). Соответствующие графики представлены 
на рис. 4,в. Таким образом, отрицательный поток биомассы: e = 0,289 является критическим и соот-
ветствует условиям катастрофической деградации древостоя. По терминологии [2–7] катастрофиче-
ское состояние древостоя соответствует граничной точке импактной зоны. В случае положительно-
го потока лесная экосистема восстанавливается, причем восстановление возможно до величины 
плотности биомассы большей, чем при нулевом потоке. Положительные потоки вводятся в модель 
как отрицательная величина отрицательных потоков. Полученные при этом графики увеличения 
плотности лесной биомассы представлены на рис. 4,г (e = –0,1). 

Рассмотрим результаты моделирования с учетом нечетких начальных условий и нечетких от-
рицательных потоков биомассы. Четкую интервальную динамику можно получить с помощью от-
дельного четкого моделирования динамики нижней и верхней границы интервала. Обозначим эту 
модель как «OA» (Ordinary Arithmetic). Результаты расчета представлены на рис. 5,а. В расчете ис-
пользовано четкое приближение для виртуального потока e = (0,2;0,2;0,2) и нечеткое приближение 
для начальной биомассы b0 = (0,5;0,6;0,7). Как следует из рис. 5,а, границы интервала асимптотиче-
ски сходятся к стационарному пределу. 

На рис. 4,б показаны результаты OA-моделирования для нечеткого отрицательного потока 
биомассы e = (0,15;0,2;0,25). Как следует из рис. 5,б, границы интервала нечеткости сходятся также 
асимптотически, но к разным пределам. 

Обозначим нечеткую интервальную модель (16), (17) «IA1» (Interval Arithmetic-1) и модель 
(18), (19) «IA2» (Interval Arithmetic-2). Результаты моделирования с помощью нечеткой модели IA1 
показаны на рис. 5,в. Как следует из рис. 5,в, границы интервала нечеткости не имеют асимптот и 
расходятся в разные стороны, в результате чего ширина интервала неопределенности катастрофиче-
ски возрастает. Результаты моделирования с помощью нечеткой модели IA2 показаны на рис. 5,г. 
Очевидно, что границы интервала асимптотически приближаются к своим пределам. Ширина ин-
тервала стабилизируется и постепенно приближается к постоянному значению. 

Заключение 
1. Для моделирования процессов деградации лесных экосистем под воздействием газовых вы-

бросов промышленных предприятий предложено использовать концепцию виртуальных отрица-
тельных потоков биомассы. 

2. В качестве единицы времени для описания процессов деградации лесов в северных широтах 
предложено использовать не месяцы, а вегетационные периоды. 

3. Для моделирования процессов техногенной деградации лесов использовано модернизиро-
ванное уравнение Ферхюльста с учетом влияния виртуальных отрицательных потоков биомассы. 

4. Установлено, что динамика лесной биомассы не критична к малым величинам отрицатель-
ного потока, но критична к величине виртуального отрицательного потока биомассы вблизи порога 
токсического воздействия. Небольшие изменения величины потока вблизи порога токсического воз-
действия могут привести к существенным изменениям в динамике процессов накопления и деграда-
ции лесной биомассы. В результате численных экспериментов установлено, что величина безраз-
мерного отрицательного потока биомассы e = 0,25 приводит к деградации древостоя, при которой 
появляются явные признаки деградации, что соответствует переходу в буферную зону. 

5. Установлено, что безразмерный отрицательный поток биомассы: e = 0,289 является крити-
ческим и соответствует условиям катастрофической деградации древостоя, при которой начинаются 
процессы разрушения лесной экосистемы, что соответствует переходу в импактную зону. 

6. Учитывая неопределенный характер параметров моделирования, предложено для модели-
рования динамики лесной биомассы использовать нечеткое уравнение Ферхюльста с учетом нечет-
ких виртуальных отрицательных потоков биомассы. Нечеткие переменные и параметры модели 
представлены в виде треугольных нечетких чисел. При этом предложены три модели: моделирова-
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ние нечеткой динамики с помощью четкого моделирования отдельно верхней и отдельно нижней 
границ виртуального интервала нечеткости (модель обозначена как «OA» (Ordinary Arithmetic)); мо-
делирование нечеткой динамики с помощью правосторонней производной (модель обозначена как 
«IA1» (Interval Arithmetic-1)); моделирование нечеткой динамики с помощью левосторонней произ-
водной (модель обозначена как «IA2» (Interval Arithmetic-2)). 

7. Модель «OA» удовлетворительно описывает асимптотическую динамику процессов в дре-
востоях, однако границы интервала могут сходиться к разным пределам. Модель «IA1» не имеет 
асимптот и границы интервалов расходятся, в результате чего ширина интервалов неопределенно-
сти катастрофически возрастает. Модель «IA2» имеет асимптоты, ширина интервала достаточно 
быстро приближается к стационарному пределу, после которого сохраняет постоянную ширину. 

8. Установлено, что для модели «IA1» в результате расходимости границ интервала нечетко-
сти величина конечной нечеткости мало зависит от величины начальной нечеткости виртуального 
потока. 

 

 
а)       б) 

 
в)       г) 

Рис. 5. Динамика границ интервалов нечеткости (неопределенности): 
а – модель «OA» с четкой величиной отрицательного потока биомассы; б – модель «OA» с нечеткой 

величиной отрицательного потока биомассы; в – модель «IA1»; г – модель «IA2» 
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